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Considerando ora che i determinanti sotto il segno *»'“> tut “ c0 ™ 
presi nella matrice (A)' e quindi nulli per supposto, e che > 2M+i per 
supposto diverso da zero, si vede che l’equazione si riduce ad 
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Poiché rii indici •••> <»-» p° ss0n0 poi scegliersi a piacere, que- 

st equazione ci dic^he’ nella matrice (B)' corrispondente ai ri**» (I) 
ndie quei determinanti di ordine h nella citi composiz^ntra a 
tima colonna sono come gli altri eguali a ^0 L a " del s. 
sterna (I)" avrebbe dunque la sua caratteristica m e note ad 
tl supposto. 11 teorema rosta cosi dimostrato completamente. 

Alfredo Capelli. 


Napoli, Gennaio ■ 1892. 


infinitesimi 


costanti. 


Si dice che ima grandezza « 6 infinitesima rispetto alla v >- 
fe Ogni multiplo di u, secondo un numero intero finito, è mi» di «. 
L’esfstenza o meno di grandezze infinitesime dipende dal significato che 
attribuiamo alla panda gramde^. “ effetdvamente si-m formate 

delle categorie di enti, sui quali si possono' definne ie reto te pe 

razioni analoghe a quelle' dell’algehra sm numeri, nelle quali categorie 

di enti si trovano degli infinitesimi. Cosi l’ordine di ignite, una 
alone può essere infinitesimo rispetto all’ordine di infinita d «trite ■* 

In un mio scritto (*) già feci vedere che nella stessa formula d. Taylor 

^successivi termini si^ possono considerare a mosteo arbitrio come ,nh- 

nitesiini variabili o costanti d’ordine diverso. , 

“ tutti questi casi l’ente é determinato da una “ne mate d 
una variabile reale. Ma fra Je grandezze comuni, p. e. fin i ..egme 
rettilinei, esistono degli infinitesimi ? 


(*) sulla formi, la di Taylor,' Atti K. Acc. Scienze di Torino, 22 no- 
vembre 1891. 



Questa, questione, dibattutasi fra i-dott Viyacti e Bettazzi sulla. 
Rvctsla dz Matematica, è assai interessante tanto piò che negli ultimi 
tempi sull'ipotesi della loro esistenza si sono fatte teorie e stampati dei 
volumi. Ad essa rispose negativamente il Cantor; ma la dimostrazione 
. <l " csl0 Illustre Tnatematìco no diede è cosi concisa, elio fu giudicata 
incompleta. Scopo della presente nota si ò di sviluppare questa dimo- 
strazLonc. 

1. Su d’tìna retta si fissi un’origine o; i punti della retta da una 
stessa parte di 0 , p. e. a destra di o, saranno chiamati punti della 
semiretta, o più semplicemente P. II punto s è un estremo delia se- 
miretta, ma non è un punto della classe P : 

o-rP. « il punto o non è un P ». 

2. Essendo p un punto della semirètta, con op intenderemo l’insieme 
dei punti compresi fra o e p. La. classe op dicesi segmento terminato ; 
o ne e 1 origine, p il termine. Siccome tutti i segmenti che conside- 
reremo hanno la stessa origine, colle parole il segmento avente ver 
termine p intenderemo il segmento op. Scriveremo S invece di seg- 
mento terminato : 

p - c P . 0 . op £ S 

< Se p è un punto della semiretta, op è un segmento terminato ». 

3. Spesso indicheremo un segmento con una lettera sola u, v: 

termine del segmento u, la sua origine essendo o, è indicato con òu, 

m virtù della convenzione sull’inversione delle funzioni (Sul concetto 
di numero, § 5, prop. 3; Riv. di Mal. I, p. 07 ). 

U i S . o . 5u £ P 

« Se u e un segmento, il suo termine è «in punto della semiretta » . 
bi badi che un segmento op.è una classe di punti: gli estremi o 
e p non appartengono alla classe op (*). 

„. 4 ' Se ‘ è . U " a C ' a?3e (li pnuti P > ou rapprèsene (Id., § i, prop. 3; 
Riv. di Mat. I, p. 87) la classe dei segmenti che hanno per termini i 
punti di u. Come caso particolare, se a è un segmento, ou rappresenta 

nel aila’f , e J’“ SS T re a Pe i IeUnr ° ÌntelIi S ente <*• « non appartenere 
l’insfeme ^ P °" de daNa ° onvenzioD8 «ta di indicare con op 

n d f ni i r D COmprea fra 0 “*• « avrebbe potuto fare 1,- conrei 

e n e dei ntT ““ ? mSÌem “ " el punto del pullti impresi fra o 
P, punto p, ma le formule riuscirebbero inutilmente complicate. 


la classe del segmenti che hanno per termine qualche punto di w,eioè 
i segmenti minori di u: 

u, v è S . ó : v << U . = . u v . — . v £ oil . =■ . ov e u 

« Essendo u e v due segmenti, dire che v è minore di u, ossia 
'Che u è maggiore di v, equivale a dire che v è un segmento terminato 
ad un punto di u, ovvero che il termine di v è un punto di u ». 

5. Se è una classe di segmenti, e quindi una classe di classi di 
punti, allora ^ rappresenta l’insieme dei punti ciascuno dei quali 
appartiene almeno ad un segmento della classe k (Id., § 9, prop. 6; 
Riv. di Mat. I, p. 259). Quindi se u h una classe di punti, e quindi 
ou una classe di segmenti, ^ ’ou rappresenta rinsieme dei punti, cia- 
scuno dei quali sta su qualche segmento ou, cioè ciascuno dei quali 
-ha alla sua destra qualche punto della classe u. 

b. I segmenti terminati si sanno sommare ; e qui si suppongono 
note le proprietà delia somma, che permettono di dedurre il teorema : 
u, v £ S . 0 . u -+~ v = ò(ou h- ov) 

« Essendo u e v due segmenti terminati, il segmento u-h'v è il 
luogo dei termini dei varii segmenti che si ottengono sommando un 
segmento qualunque terminato ad un punto di u con un segmento 
•qualunque terminato ad un punto di v » . 

7. Si ha: 

WfSiO.W- — A.tt“==P. o ’ou — U 

« Essendo u un segmento terminato, esso: 

1° Contiene effettivamente dei punti. 

2° Non contiene tutti i punti della semiretta. 

3° Ogni punto compreso fra 0 e un punto di u è pure un punto 

'di u. 

4° E viceversa: ogni punto di u è compreso fra o e qualche 
altro punto di u ». /• 

8. Ora considereremo le classi di punti che hanno le quattro pro- 
prietà ora enunciate, cioè le classi u che contengono effettivamente 
dei punti, ma senza contenerli tutti; se un punto appartiene alla 
alasse u, ogni punto alla sua sinistra appartiene pure alla classe u ; 
e se un punto è un u, Sonvì degli altri punti della classe u alla sua 
destra. Le classi di punti siffatte si diranno segmenti, e per brevità s : 

U£ S * = . U E KP i>Wr* = A . U— s== P * <j’0U = U* 
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Risulta dalle cose dette che ogni ; S è un s; la proposizione inversa^ 
che ogni segmento sia limitato, costituisce il postulato di Bedekìni> 
(V. Riy. di Mah !, p. 109, nota 3 a ). Da questo postulato deriva, come, 
è ben noto, e come dèi resto risulterà da quanto segue, Timpossibilità 
dell’infinitesimo costante. Quindi noi non ammetteremo nè negheremo 
questo postulato. ' • . '■ 

È chiaro che se k è una classe di S, tutti minori d’un segmento- 
dato, la classe di punti indicata con ^’k è un segmento. Esso si po- 
trebbe chiamare il lìmite superiore dei segmenti k. 

9. La somma di due segménti in generale si riconduce alla somma 
di segmenti terminati prendendo la proprietà 6 come definizione: 

• : u rV £ s; '*< Q. . w -4- v — o(où -t- ov)\ \ . 

« Per somma dei segmenti : u e v si intende il segmento luogo degli 
estremi di tutti i segmenti che si ottengono sommando due segmenti 
terminati l’uno ad un punto di u e l’altro ad un punto di v 

10. Sapendo sommare due segmenti, terminati o no, si può defìnire- 
il multiplo d’un segmento u secondò il numero intero e positivo n, 
indicato con nu. Ricordiamo che N sta per le parole « numero intero 
positivo > ; quindi Nw rappresenta i multipli di u. La scrittura o ’Nw. 
rappresenta i punti che stanno su qualche segmento multiplo di w, 
cioè i termini dei segmenti minori di qualche multiplo; di u. 

Porremo co u=e±^> ’Nw , 

cioè chiamiamo multiplo d’ordine infinito di u l’insieme dèi punti che 
stanno sópra qualcuno dei segmenti u, 2u, 3w, ... o il limite superiore 
dei multipli di u. È chiaro che se non esistono segmenti infinitesimi, . 
oo w rappresenta l’intera semiretta P. 

11. Dicesi che il segmento u-è infinitesimo rispètto al segmento v,; 
e scriveremo uev] co, se ogni multiplo di u è minore di -v:.* 

u, v e S . p ,-u s v\(x > . — \ dv - fvj’Nw. v 

Risulta che, se u è infinitesimo rispetto v, la classe oou è un seg- 
mento contenuto in v. In conseguenza possiamo aggiungere ad oo% il 
segmento ù, ottenendo il segmento (oo -+- l)u, a cui aggiungendo u 
otteniamo (oo -h 2) w, ecc. Possiamo sommare co u con sè stesso, Otte- 
nendo così 2 co u, ed in generale possiamo formare tutti i multipli di 
co u j possiamo moltiplicare co w. per co , ed ottenere co z u, e còsi .via. 

Ma tutti questi varii segmenti, che si ottengono moltiplicando u . 
pei numeri transfiniti di Cantor sono eguali fra loro, come dicono le 
formule seguenti: 
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12. u, v sS . ue vjco . o . (co H- l) u = oou' 

« Ogni segmento che può essere superato da un multiplo di u pili 
una parte di u può essere superato da un multiplo di u, e viceversa » . 

Uj V £ S . u s. vjco . o . 2co u oom- 

« Ogni segmento che può essere superato dalla somma di due mul- 
tipli di u può essere superato da un multiplo di u, e viceversa »... 

E cosi via. •’ \ : ■"■■■' !.!.• 

Risulta che il segmento cott quantunque compreso nel segmento v, 
non può essere terminato, perchè se ad un segmento terminato si ag- 
giunge il segmento u, ovvero si raddoppia, si avrà- un nuovo segmento 
maggiore del primo. 

Ciascuno di questi risultati è in contraddizione col concetto comune 
di segmento. E dal fatto che il segmento infinitesimo non può essere 
Téso finito mediante alcuna moltiplicazione attualmente infinita- per 
■quanto potente essa sia, conchiudo col Cantor, che esso non può essere 
elemento di grandezze finite. 

G. Peano. 


RECENSIONE \ ; 

Clément .Thiry. — Distances des points remarqiiàbles du triangU. 

(Extrait des Bull, de l'Acad. roy . de Belgique, III sèrie, t. XXI. 1891). 

Dans ce petit travail, l’auteur se propose de démontrer ime relation gé- 
nórale donnant la dìstance <Tun point quelconque P au point d'intérse- 
clion Kn des droites qui , issves des sommets d'un irianglé, parlagent 
les cótès òpposés dans le rapport des puissances nièrnes des còtés adja- 
cents , relation dont les formules elassiques, ainsi que la pìupart des for- 
mules relatives aux points de Brocardfde Lemoine, de Gergonne, etc., ne 
sont que des cas pàrtìeuliers. L’auteur étabìit aussi une seconde relation, 
assez générale, conduisant à d’autres résultats plus ou moins remarquables. 

La formule trouvée par M. Thiry, écrite darne facon abrégée est la. 
suivante : 2 

rw S« n PA ; v (p\ 

E» étant une constante indépendante de la position du point P. La marche 
su ivi è est tout élémentaire et Paute.ur n’a fait que Fusage du théorème 
de Stewart ( l ) sous cette torme: 

fi) Stewart a fait connaStre, eh 1763, le théorème suivant: Si Vonpdr- 
tage la base d'un triangle en deux segmenti par une dr otte quelconque 






